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D tions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Soit F un corps avec car F # 2 et a, b € F*. L'algébre de
quaternions (%) est la F-algébre
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D tions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Définition

Soit F un corps avec car F # 2 et a, b € F*. L'algébre de
quaternions (%) est la F-algébre

a, b A ’ .. .
(,_—>:<’7J|’2:37J2:b7J’:—U>-
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Définition

Soit F un corps avec car F # 2 et a, b € F*. L'algébre de
quaternions (%) est la F-algébre

a, b A ’ .. .
(F>:<’7l|’2:37J2:b,J’:—U>

de dimension 4, munie d'une involution F-linéaire

TixH4yitzi+tj— x —yi —zj — tij.
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Définition

Soit F un corps avec car F # 2 et a, b € F*. L'algébre de
quaternions (%) est la F-algébre

a, b A ’ .. .
(F>:<’7l|’2:37J2:b,J’:—U>

de dimension 4, munie d'une involution F-linéaire
TixH4yitzi+tj— x —yi —zj — tij.
Tout élément w € (‘LFb) est annulé par le polynéme

(X —w)(X —w) = X —trd(w)X + nrd(w) € F[X].
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Définition

Soit F un corps avec car F # 2 et a, b € F*. L'algébre de
quaternions (%) est la F-algébre

a, b A ’ .. .
(F>:<’7l|’2:37J2:b,J’:—U>

de dimension 4, munie d'une involution F-linéaire
TixH4yitzi+tj— x —yi —zj — tij.
Tout élément w € (‘LFb) est annulé par le polynéme

(X —w)(X —w) = X —trd(w)X + nrd(w) € F[X]

et la norme réduite nrd est multiplicative.
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D tions et propriétés de base
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Ordres et unités

Algébres de quaternions

o L’algébre des matrices Mj(F) est isomorphe a (1,’__1) via le

morphisme d’algébres

10 . (0 1) .
0 —1 " \1 o)/

La trace réduite et la norme réduite sont respectivement la
trace et le déterminant.
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

o L’algébre des matrices Mj(F) est isomorphe a (1,’__1) via le

morphisme d’algébres

1 0 Ny 0 1 Ny
i; :
0 —1 10)7J
La trace réduite et la norme réduite sont respectivement la
trace et le déterminant.
o L'anneau H = (=11) est une algebre de quaternions 3
division sur R. La norme réduite est le carré de la norme L?

usuelle par rapport a la base 1,7,/ ij.
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D tions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Proposition

Soit B une algébre sur un corps F avec char F # 2. Sont
équivalentes :

i) B est une algébre de quaternions;

ii) B est centrale simple de dimension 4 ;

)
iil) B est centrale semi-simple de dimension 4 ;
)

iv) B admet une involution standard non-dégénérée et n'est pas un

corps.
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Soit F un corps avec car F #£2 et a,b € F*.

Algébres de quaternions
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Définitions et propriétés de base
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Soit F un corps avec car F £ 2 et a,b € F*. On a alors

Algébres de quaternions

a, b b,a\ . (a —ab

F)-\UF) UF
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Ordres et unités

Algébres de quaternions

Proposition

Soit F un corps avec car F £ 2 et a,b € F*. On a alors
a,b\  (b,a\ . (a —ab
F) \F ) F ’

Soient u,v € F*, on a alors
u’a, v2b
5 :

(%)

12
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Définitions et propriétés de base
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Algébres de quaternions

Proposition

Soit F un corps avec car F £ 2 et a,b € F*. On a alors

()=(5)-(7)

Soient u,v € F*, on a alors

a,b\ _ u’a, v2b
F ) F i

Une algébre de quaternions B sur F est a division ssi B 2% Mj(F).
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Définitions et propriétés de base
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Algébres de quaternions

Proposition

Soit F un corps avec car F £ 2 et a,b € F*. On a alors

()=(5)-(7)

Soient u,v € F*, on a alors

a,b\ _ u’a, v2b
F ) F i

Une algébre de quaternions B sur F est a division ssi B 2% Mj(F).

Corollaire

Les seules algébres de quaternions sur R sont My(R) et H.
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Proposition

Soit F un corps avec car F £ 2 et a,b € F*. On a alors

()=(5)-(7)

Soient u,v € F*, on a alors

a,b\ _ u’a, v2b
F ) F i

Une algébre de quaternions B sur F est a division ssi B 2% Mj(F).

Corollaire

Les seules algébres de quaternions sur R sont My(R) et H.
La seule algébre de quaternions sur C est M»(C).
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Définitions et propriétés de base
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Algébres de quaternions

Soit F un corps p-adique. Alors les seules algébres de quaternions
sur F a isomorphisme prés sont

Aurel Page Domaines fondamentaux de groupes arithmétiques |



Définitions et propriétés de base
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Algébres de quaternions

Soit F un corps p-adique. Alors les seules algébres de quaternions
sur F a isomorphisme prés sont

o My(F);
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Soit F un corps p-adique. Alors les seules algébres de quaternions
sur F a isomorphisme prés sont

o My(F);

° (K,_’fr) ot K est l'unique extension quadratique non ramifiée
de F et 7 est une uniformisante.
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Définition

Soit B = (a;:b) une algebre de quaternions sur un corps de
nombres F. Une place v de F est décomposée ou ramifiée selon
que B®f F, = M3(F,) ou une algébre a division, ou F, désigne la
complétion de F en v. Le produit des idéaux premiers ramifiés est

le discriminant Ag de B.
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Définition

Soit B = (a;:b) une algebre de quaternions sur un corps de
nombres F. Une place v de F est décomposée ou ramifiée selon
que B®f F, = M3(F,) ou une algébre a division, ou F, désigne la
complétion de F en v. Le produit des idéaux premiers ramifiés est
le discriminant Ag de B.

Théoréme

Une algébre de quaternions B sur un corps de nombres F est
ramifiée en un nombre fini, pair de places de F.
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Définition

Soit B = (ajcb) une algebre de quaternions sur un corps de
nombres F. Une place v de F est décomposée ou ramifiée selon
que B®f F, = M3(F,) ou une algébre a division, ou F, désigne la
complétion de F en v. Le produit des idéaux premiers ramifiés est
le discriminant Ag de B.

Théoréme

Une algébre de quaternions B sur un corps de nombres F est
ramifiée en un nombre fini, pair de places de F. Pour tout
sous-ensemble fini S des places non complexes de F, de cardinal
pair, il existe une unique (a isomorphisme prés) algébre de
quaternions sur F ramifiée exactement aux places de S.
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Soit B une algébre de quaternions sur un corps de nombres F de
degré n et d’anneau des entiers Zr.
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D tions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Définition

Soit B une algébre de quaternions sur un corps de nombres F de
degré n et d’anneau des entiers Zg. Un ordre dans B est

un Zg-module de type fini O tel que FO = B et qui est aussi un
anneau unitaire.
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Définition

Soit B une algébre de quaternions sur un corps de nombres F de
degré n et d’anneau des entiers Zg. Un ordre dans B est

un Zg-module de type fini O tel que FO = B et qui est aussi un
anneau unitaire. On note

O ={weO| nd(w) =1} C O*.
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Définitions et propriétés de base
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Ordres et unités

Algébres de quaternions

Soit Fr = F ®g R et Bg = B ®qg R et on considére le plongement

L:B‘—)BR.
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Soit Fr = F ®g R et Bg = B ®qg R et on considére le plongement
t:B— BR.

Alors pour tout ordre O, ¢(O) C Bg est un réseau.
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Soit Fr = F ®g R et Bg = B ®qg R et on considére le plongement
t:B— BR.

Alors pour tout ordre O, ¢(O) C Bg est un réseau. On
prolonge nrd : B — F en nrd : Bg — Fg et on pose

By, ={w € Bg | nrd(w) = 1}.
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Soit Fr = F ®g R et Bg = B ®qg R et on considére le plongement
t:B— BR.

Alors pour tout ordre O, ¢(O) C Bg est un réseau. On
prolonge nrd : B — F en nrd : Bg — Fg et on pose

By, ={w € Bg | nrd(w) = 1}.

On a l'isomorphisme
1 = SLa(R)? x (HY)™ 9 x SLa(C)°

ou r est le nombre de places réelles de F, d le nombre de places
réelles décomposées et ¢ le nombre de places complexes.
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Algébres de quaternions Définitions et propriétés de base

Décomposition et classification
Ordres et unités

Théoréme

Soit B une algébre de quaternions sur un corps de nombres F et O
un ordre dans B. Alors le est un sous-groupe discret, de covolume

fini dans By ;. De plus Of est cocompact ssi B est une algébre a
division.
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Définition

Un corps de nombres est dit ATR (almost totally real) s’il admet
exactement une place complexe. Une algébre de quaternions sur un
corps totalement réel est fuchsienne si elle est ramifiée a toutes les
places réelles sauf une. Une algébre de quaternions sur un corps
ATR est kleinéenne si elle est ramifiée a toutes les places réelles.
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Définitions et propriétés de base
Décomposition et classification
Ordres et unités

Algébres de quaternions

Définition

Un corps de nombres est dit ATR (almost totally real) s’il admet
exactement une place complexe. Une algébre de quaternions sur un
corps totalement réel est fuchsienne si elle est ramifiée a toutes les
places réelles sauf une. Une algébre de quaternions sur un corps
ATR est kleinéenne si elle est ramifiée a toutes les places réelles.

Corollaire

Si O est un ordre dans une algébre de quaternions B fuchsienne
(resp. kleinéenne), alors le est un groupe discret, de covolume fini
dans SLp(R) (resp. SL2(C)), cocompact ssi ['algébre n’est pas
isomorphe a M3(Q) (resp. M2(F) oi F est quadratique
imaginaire).
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux

éométrie hyperbolique oty B
G yp q Générateurs et relations

Définition
Le demi-plan de Poincaré est I'ensemble
H2={ze€C| Im(z) >0}
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux

éométrie hyperbolique oty B
G yp q Générateurs et relations

Définition
Le demi-plan de Poincaré est I'ensemble
H2 ={z € C| Im(z) >0} muni de la métrique

B dx? + dy?

2
de 2

ol z€EH? z=x+yiand y > 0.
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux

éométrie hyperbolique oty B
G yp q Générateurs et relations

Définition
Le demi-plan de Poincaré est I'ensemble
H2 ={z € C| Im(z) >0} muni de la métrique

2 2
42 — dx —|—2dy
y
et de I'aire u donnée par
ds = dxfy
y

ol z€EH? z=x+yiand y > 0.
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux

éométrie hyperbolique oty B
G yp q Générateurs et relations

Définition
Le demi-espace de Poincaré est |'ensemble
H:={w=z+tcC+RjCH|t>0}
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux

éométrie hyperbolique oty B
G yp q Générateurs et relations

Définition
Le demi-espace de Poincaré est |'ensemble
H:={w=z+t€C+RjCH]|t>0} munide la métrique

_dx? 4 dy? 4 d¢?

2
de t2

ot weH, w=x+yi+tand t>0.
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux

éométrie hyperbolique oty B
G yp q Générateurs et relations

Définition
Le demi-espace de Poincaré est |'ensemble
H:={w=z+t€C+RjCH]|t>0} munide la métrique

_dx? 4 dy? 4 d¢?

2
d/ 2
et du volume Vol donné par
dv — dxdé/dt
t

ot weH, w=x+yi+tand t>0.
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Le groupe SLo(R) agit transitivement sur H2 par homographies
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Le groupe SLo(R) agit transitivement sur H2 par homographies

_az+b 5 _(a b
z—mpourtoutze?'-[ etg-(C d)GSLz(R)
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Le groupe SLo(R) agit transitivement sur H2 par homographies

_az+b 5 _(a b
z—mpourtoutze?'-[ etg—(C d)GSLz(R)

qui induit un isomorphisme entre PSLy(R) = SLo(R)/{£1}
et Isom™ (H?2).
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Le groupe SLo(R) agit transitivement sur H2 par homographies

_az+b 5 _(a b
z—Cz+dpourtoutz€H etg—(C d)GSLz(R)

qui induit un isomorphisme entre PSLy(R) = SLo(R)/{£1}
et Isom™(#H?). Le stabilisateur du point i € H? est le groupe
compact SOz (R).
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Le groupe SLo(R) agit transitivement sur H2 par homographies

_az+b 5 _(a b
z—Cz+dpourtoutz€H etg—(C d)GSLz(R)

qui induit un isomorphisme entre PSLy(R) = SLo(R)/{£1}
et Isom™(#H?). Le stabilisateur du point i € H? est le groupe
compact SOz (R).

Le groupe SL,(C) agit transitivement sur 73 par
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Le groupe SLo(R) agit transitivement sur H2 par homographies

_az+b 5 _(a b
z—Cz+dpourtoutz€H etg-(C d)GSLz(R)

qui induit un isomorphisme entre PSLy(R) = SLo(R)/{£1}
et Isom™(#H?). Le stabilisateur du point i € H? est le groupe
compact SOz (R).

Le groupe SL,(C) agit transitivement sur 73 par

g-w=(aw + b)(cw + d)™! pour tout w € H3 et g € SL»(C)
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux

éométrie hyperbolique oty B
G yp q Générateurs et relations

Le groupe SLo(R) agit transitivement sur H2 par homographies

_az+b 5 _(a b
z—Cz+dpourtoutz€H etg-(C d)GSLz(R)

qui induit un isomorphisme entre PSLy(R) = SLo(R)/{£1}
et Isom™(#H?). Le stabilisateur du point i € H? est le groupe
compact SOz (R).

Le groupe SL,(C) agit transitivement sur 73 par
g-w=(aw + b)(cw + d)™! pour tout w € H3 et g € SL»(C)

qui induit un isomorphisme entre PSL,(C) = SL»(C)/{+£1}
et Isom™ (#H3).
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Le groupe SLo(R) agit transitivement sur H2 par homographies

_az+b 5 _(a b
z—Cz+dpourtoutz€H etg-(C d)GSLz(R)

qui induit un isomorphisme entre PSLy(R) = SLo(R)/{£1}
et Isom™(#H?). Le stabilisateur du point i € H? est le groupe
compact SOz (R).

Le groupe SL,(C) agit transitivement sur 73 par
g-w=(aw + b)(cw + d)™! pour tout w € H3 et g € SL»(C)

qui induit un isomorphisme entre PSLy(C) = SLo(C)/{£1}
et Isom™*(H?3). Le stabilisateur du point j € H> est le groupe
compact SUy(C).

Aurel Page Domaines fondamentaux de groupes arithmétiques |



Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Classification des éléments v # 1 € PSL,(C) :
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Classification des éléments v # 1 € PSL,(C) :
e tr(y) € C\ [-2,2] : v est hyperbolique/loxodromique.
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Classification des éléments v # 1 € PSL,(C) :
e tr(y) € C\ [-2,2] : v est hyperbolique/loxodromique.
o tr(y) € (—2,2) : v est elliptique.
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Classification des éléments v # 1 € PSL,(C) :
e tr(y) € C\ [-2,2] : v est hyperbolique/loxodromique.
o tr(y) € (—2,2) : v est elliptique.
@ tr(y) = £2 : v est parabolique.
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux

éométrie hyperbolique Y h
G yp q Générateurs et relations

Définition

Un groupe fuchsien est un sous-groupe discret de PSL>(R).
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Définition

Un groupe fuchsien (resp. kleinéen) est un sous-groupe discret
de PSLy(R) (resp. PSL2(C)).
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Espaces hyperboliques

Groupes discrets et domaines fondamentaux

éométrie hyperbolique Y h
G yp q Générateurs et relations

Définition

Un groupe fuchsien (resp. kleinéen) est un sous-groupe discret
de PSLy(R) (resp. PSL2(C)). Un tel groupe I est cocompact
si \#H? (resp. M\#H3) est compact;
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux

éométrie hyperbolique Y h
G yp q Générateurs et relations

Définition

Un groupe fuchsien (resp. kleinéen) est un sous-groupe discret
de PSL2(R) (resp. PSL(C)). Un tel groupe I' est cocompact

si \#H? (resp. M\H3) est compact; il est de coaire finie (resp. de
covolume fini) si u(M\H?) < oo (resp. Vol(M\H3) < o0).
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Définition

Un ouvert connexe F C X avec X = H? (resp. X = H?>) est un
domaine fondamental pour un groupe fuchsien (resp. kleinéen) I si
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Un ouvert connexe F C X avec X = H? (resp. X = H?>) est un
domaine fondamental pour un groupe fuchsien (resp. kleinéen) I si

(i) Uyerv F=X;
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
Générateurs et relations

Géomeétrie hyperbolique

Définition

Un ouvert connexe F C X avec X = H? (resp. X = H?>) est un
domaine fondamental pour un groupe fuchsien (resp. kleinéen) I si

(i) Uyerv F=X;
(i) Pourtout vy e\ {1}, Fn~ny - F=9;
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Espaces hyperboliques
Groupes discrets et domaines fondamentaux
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Définition
Un ouvert connexe F C X avec X = H? (resp. X = H?>) est un
domaine fondamental pour un groupe fuchsien (resp. kleinéen) I si

() Uyerv- F=X;

(i) Pourtout vy e\ {1}, Fn~ny - F=9;
(i) pw(0F) =0 (resp. Vol(0F) = 0)
ou OF désigne la frontiére de F.
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Soit I un groupe fuchsien (resp. kleinéen). Soit p € X un point
dont le stabilisateur dans I est trivial.
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Proposition

Soit I un groupe fuchsien (resp. kleinéen). Soit p € X un point
dont le stabilisateur dans I est trivial. Alors I'ensemble

Dp(T) = {x € X | forall v € T\ {1}, d(x,p) < d(y-x,p)}

est un domaine fondamental pour T .
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Proposition

Soit I un groupe fuchsien (resp. kleinéen). Soit p € X un point
dont le stabilisateur dans I est trivial. Alors I'ensemble

Dp(T) = {x € X | forall v € T\ {1}, d(x,p) < d(y-x,p)}

est un domaine fondamental pour T'. Si T est de coaire (resp.
covolume) finie, alors Dp(I") est un polygone (resp. un polyédre).
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Proposition

Soit I un groupe fuchsien (resp. kleinéen). Soit p € X un point
dont le stabilisateur dans I est trivial. Alors I'ensemble

Dp(T) = {x € X | forall v € T\ {1}, d(x,p) < d(y-x,p)}

est un domaine fondamental pour T'. Si T est de coaire (resp.
covolume) finie, alors Dp(I") est un polygone (resp. un polyédre).

Définition

Le domaine D,(I') est un domaine de Dirichlet pour T
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Définition

Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinéen) T, et C I'ensemble des cotés (resp. faces) de F. Un
couplage est une application -* x g: C — C x I qui a chaque
coté/face ¢ associe un coté/face c* et un élément g(c) €T t.q.
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Définition

Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinéen) T, et C I'ensemble des cotés (resp. faces) de F. Un
couplage est une application -* x g: C — C x I qui a chaque
coté/face ¢ associe un coté/face c* et un élément g(c) €T t.q.

(a) gle)-e=c;
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Définition

Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinéen) T, et C I'ensemble des cotés (resp. faces) de F. Un
couplage est une application -* x g: C — C x I qui a chaque
coté/face ¢ associe un coté/face c* et un élément g(c) €T t.q.

(a) glc)-c=c";
(b) -*: C — C est une involution;;
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Géomeétrie hyperbolique

Définition

Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinéen) T, et C I'ensemble des cotés (resp. faces) de F. Un
couplage est une application -* x g: C — C x I qui a chaque
coté/face ¢ associe un coté/face c* et un élément g(c) €T t.q.
(a) glc)-c=c";

(b) -*: C — C est une involution;;

Les éléments g(c) ou c est un coté/face de F sont les
transformations du couplage.
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Proposition

Tout domaine de Dirichlet admet un couplage. Les transformations
du couplage engendrent le groupe I'.
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Définition (Cycles)

Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinéen) I de coaire/covolume finie. On définit par récurrence :
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Définition (Cycles)

Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinéen) I de coaire/covolume finie. On définit par récurrence :

@ Soit 53 un sommet/aréte de F;
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Définition (Cycles)

Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinéen) I de coaire/covolume finie. On définit par récurrence :

@ Soit 53 un sommet/aréte de F;

@ s1=cNcy;
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Définition (Cycles)

Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinéen) I de coaire/covolume finie. On définit par récurrence :

@ Soit 53 un sommet/aréte de F;
@ s1=cNcy;

° g1 :g(cl);
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Définition (Cycles)

Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinéen) I de coaire/covolume finie. On définit par récurrence :

@ Soit 53 un sommet/aréte de F;
@ s51=cNhc;

° g1 =g(a);

® Sit1 =& Si;
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Définition (Cycles)

Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinéen) I de coaire/covolume finie. On définit par récurrence :

@ Soit 53 un sommet/aréte de F;
@ s51=cNhc;

° g1 =g(a);

® Sit1 =& Si;

@ Sit1=Ciy1Nc;
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Définition (Cycles)

Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinéen) I de coaire/covolume finie. On définit par récurrence :

@ Soit 53 un sommet/aréte de F;
@ s1=cNcy;

° g1 :g(cl);

@ Sit1 =& Si;

@ Sit1=Ciy1Nc;
°

gir1 = g(ciy1), etc.
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Définition (Cycles)

Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinéen) I de coaire/covolume finie. On définit par récurrence :

Soit 57 un sommet/aréte de F;

s1=cNcy;

g =gl(a);

Si4+1 = gi " Si;

Sit1 = Ciy1 N ¢

gi+1 = g(ci+1), etc.

La suite (s;) est périodique ; soit m sa période. C = (s1,...,5m) est
un cycle de sommets/arétes. La transformation de cycle en s

est h = gm&m-1---&1-
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Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinén) T de coaire/covolume fini.
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Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinén) T de coaire/covolume fini.

@ Si un coté/face c vérifie c* = ¢, alors on a la relation de
réflexion g(c)?> =1;
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Proposition

Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinén) T de coaire/covolume fini.

@ Si un coté/face c vérifie c* = ¢, alors on a la relation de
réflexion g(c)?> =1;
@ Pour tout sommet/aréte s de transformation de cycle h et

pour tout x € s on a h-x = x; h satisfait une relation de
cycle ¥ = 1.
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Proposition

Soit F un domaine de Dirichlet pour un groupe fuchsien (resp.
kleinén) T de coaire/covolume fini.

@ Si un coté/face c vérifie c* = ¢, alors on a la relation de
réflexion g(c)?> =1;
@ Pour tout sommet/aréte s de transformation de cycle h et

pour tout x € s on a h-x = x; h satisfait une relation de
cycle ¥ = 1.

Les relations de réflexion et les relations de cycle forment un
ensemble complet de relations pour T.
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Théoréme

Soit B une F-algébre de quaternions fuchsienne et O un ordre
dans B.
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Théoréme

Soit B une F-algébre de quaternions fuchsienne et O un ordre

dans B. Alors le groupe fuchsien ['(O) = O5 /{£1} est de coaire
finie.
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Théoréme

Soit B une F-algébre de quaternions fuchsienne et O un ordre
dans B. Alors le groupe fuchsien ['(O) = O5 /{£1} est de coaire

finie. [(O) est cocompact ssi B est une algébre a division,
ssi B 22 M>(Q).
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Théoréme

Soit B une F-algébre de quaternions fuchsienne et O un ordre
dans B. Alors le groupe fuchsien ['(O) = O5 /{£1} est de coaire
finie. [(O) est cocompact ssi B est une algébre a division,

ssi B 2 M>(Q). Si O est un ordre maximal de B, alors

4|AFP2CE(2)P(AB)
(4m2)n

W (O)\H?) =

ot Af est le discriminant de F, n son degré, (g est la fonction zéta
de Dedekind de F, Ag est le discriminant de B et

®(a) = NaH(l — Np~h).

pla
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Théoréme

Soit B une F-algébre de quaternions kleinéenne et O un ordre
dans B.
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Théoréme

Soit B une F-algébre de quaternions kleinéenne et O un ordre
dans B. Alors le groupe kleinéen T(O) = O /{£1} est de
covolume fini.
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Théoréme

Soit B une F-algébre de quaternions kleinéenne et O un ordre
dans B. Alors le groupe kleinéen T(O) = O /{£1} est de
covolume fini. T(O) est cocompact ssi B est une algébre a division,
ssi B % My(F) avec F imaginaire quadratique.
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Théoréme

Soit B une F-algébre de quaternions kleinéenne et O un ordre
dans B. Alors le groupe kleinéen T(O) = O /{£1} est de
covolume fini. T(O) est cocompact ssi B est une algébre a division,
ssi B 2 Ms(F) avec F imaginaire quadratique. Si O est un ordre
maximal de B, alors

AR (2)9(AB)
- (471'2)"_1

Covol(T)

ot Afr est le discriminant de F, n son degré, (¢ est la fonction zéta
de Dedekind de F, Ag est le discriminant de B et

®(a) = NaJJ(1 - Np7h).

pla
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Merci de votre attention, la suite cet aprés-midi!
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